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Inlelding

Voor de berekenlng van de Elliptische Integralen en de
Elliptische Functies hebben wij een procedure in ALGOL-60
gemaakt.

Voor de Elllptische Integralen bestond reeds zo!'n procedure
(zile [3] en flL] ). Deze wordt besproken in § 13 van dit rapport.
Ze leek ons echter nodeloos ingewikkeld en omvangrl Jk.

Onze procedure l1s gebaseerd op de transformatles van Landen

en Gauss en de theorle van het arithmetlsch-geometrisch-ge-
middelde,

Ze levert waarden waarvan ten hoogste het elfde cljfer één
eenheld fout kan zljn.

L
Pd
Definitie: Z213] 4 = ’l-—k2 sinztf , k'= '\/ ’I------ﬁl/c2 met O = k = 7

dan verstaan we onder f
de onvolledlige elllptische Integraal v.d. 1° soort: K 21“ --F(k,'f’)
T
" 4 't 't " 20 soort: /A dfP =L (k: ‘0)
O
t ! " ' ' O o
volledige 17 soort: F(k,=)=K(k)
O g4
' ' ' 0 . ' " 27 soort: E(k,w)=E(k)
2
Verder 1s B(k,®)= [222__5& A = wlé-{E(k,P)wk' F(k,¢)}
K
en B(k) = B(k, 'g—).

Als F(k,$¥)=u dan verstaan we onder de elllptische functies van

Jacobl:
sn(u, k)

sin

"8

cn(u,k) cos ¢

dn(u,k) = '\/ 1-k°= sinegﬂ

Voor de onvolledlge elllptische integralen eisen*we dat O“?<nr.
Voor de elllptlsche functies elsen we dat OﬂumK(k)



Hoofdstuk I, DE TRANSFORMATIES

§ 1 De transformatie van lLanden., zle I:’IJ

Als tg 1 = It Jog ¥ gelden de volgende relaties:

1-k! tg2¢
1=k
. -k T
41 ] k-/]"" 2T ° tg( w/]"‘P)“ /H_k/l
F(kq: tp/]) = (/H'k! )F(k,S")

E(k,, 9,) = ’lfk' [E(k,?)*‘k' F(k,gD)J -k, sin @

Opmerking k., (k als O<k< 1, want:

BiJ voortgezette toepassling van bovengenoemde transformatle-

2 2
formules gaat k —> O, want: k <k, _,< ... <k (als O< k< 1)

Als we elisen dat O £ P < 1172 dan kunnen we met een eenvoudlge
beschouwing over het teken van de tangens te weten komen 1in welk
quadrant (Pq_, Pss..., P _ terecht komen.

21 ] Q het 1° gquadrant.

Als P, € Q dan ¥y =(1i-" )g + ‘Py . Daar ook Pv_l_,l-?@? é Q geldt

dus gDv+,]~‘10p (l /I:r“f‘k'pv_{_,] dus @\)_}_,]—-2 1 - /lﬂ +(P7+<‘0)’+/|

we weTten dat -<-*-= QPv + ‘P ’D’. Dus als 309 € Qi dan is oOf
1




Z1] (P Ve = LP‘>’+’I (mod T—g) dan zijn er twee mogelil jkheden:

% ad-
: f 1
‘P>7+’|£-O dan LPV-&-’] “?Y—F’I +nV+’l‘ /2 x
2T Cypat
" 1-sgn( teb yiq)
T T 5

x
. L0 d -
en verder - sgn( sin Lp V4 )-__.-sgn {'] .5“61’1’6161’(“\? +_.1) . 4} .

é 2 Kei’*en we de rollen van LP en lp,] en van k en fc,l in de bovenge-
aoemde transformatie om dan wordt de transformatile:

(1+k' Jte ‘Pq

tgW = Y St | of tgl = tg
N ( e tgetp,] P- ¥ ’|+k ,

g
1-k 4 tus K 24k
T+K S Rq T T

en k =

F(k,, $.) = m=r F(k,P)

Il
—
+
PN

k,], 'P,‘) E(k (P) + kK Sin@} 1: ‘]01)

Opmerklng: k‘.,I Sk als O k< 1 want:

Bij voortgezette toepassing van bovengenoemde transformatie formu-
les gaat kn-—-a» 1 als OLk<£L1 want:

8 3 De transformatie van Gauss zle [’1] en [2]

Als sin lP - Ltk )sin (P gelden de volgende relatles:
L 1+k sinztp 1



F(kq, ¥ )=(1+k)F(k,y)

1 h . o
Elkqe ) = =% {2 B(k,9)-k'2 P(k,P)+2k sin @ cos ¢ 1 }

weer gaat knw%‘ﬂxnxn*tnﬁnemende n,

8 4 Het omgekeerde van de vorige transformatie 1s:

(1+k . )sin & L
© T+K sin2 | ti
1 Y
en : F(k,@)=(4+k,|)F(k
(k,P)= ’l+k

en knme»o VOOr Toenemende n.

8§ 5 Het arithmetisch-geometrisch gemiddelde

zZle [QJ

3Zij cegeven 2 niet-negatieve reele getallen a en b. Recursilef

def'ilnieren we nu de

(an-1+bn~1)
a8 =
n o

volgende rijen:

O
|

In het vervolg zijn a en b < 1, ER

2 .2

Daar a_-b = 1 (a, _4
2
an2mb
A, —b =
@ N an

Z1J n=m+p dan 1s

en a_=a, =

Il O
a:b.
2 ! > > >
”bn—ﬂ) volgt a = a, = by =D
( -*“_Elq) < (8 _ ":nmﬂ) <
Eia +b ) 8



(ap-an)=(a -a,  j+a,

4.1{:
21 2m ™ P 8m+1

a -b (f / .
. m m i e &

als m.:f:aNO VOoor alle p

!m[ B - B N A
en {bm bng = bm am+a.m an—i-an bn < ¢ als n,mp Mq.

De rijen a_ en b_ convergeren dus haar dezelfde limiet M(a,b),

n
het arithmetisch geometrisch gemiddelde, (afgekort ag M) Verder
is van belang op te merken dat ’
2

——H-(—-—~—7—-——(an“/'“b““") b . in d decimal
an----brl = an+bn dus als a_ _4 en b _, 1n eclmalen
overeenstemmen dan stemmen a, en bn zeker 1n 2d decimalen over-
een, mits bo,ao>*1/4.
Met behulp hiervan kunnen we de transformatie formules 1n

8§ § 1,2,3,en 4 een andere vorm geven.

- !
Beschouwen we eerst de transformatlie met k1m=1+§, Klezen we
a=1 en b=k' dan is:
N S
.u-.-nmq .
°4 oNap _ 2¥kr _ 2 ¥ 1K Y AN S
a,] a+b T+k ! Vm ’l+k,l+,]--k,] d g
Ly
is — = k,
evenzo 2y y

Vi

1+k

Beschouwen we nu de transformatlie met k1= kiezen we a="

en b=k dan 1is:

wamemny W L AR, L SRR

|
)

evenzo iS'g7~ ) -



8§ 6 Numerieke beschouwing

§ ©a De transformaties in § § 71,2,3 en 4 voeren na herhaald

-k !
toepassen A\ (k)m /V'(/I--kz Sil"lgtp) over 1in A (kn) als ]:{,]2 Tk !

dan schrijven we A (k) in de vorm:

Sl [ ——
. 2 .
A (k)= V ’l.cosgqj +k'2 SingHO = Maz.cose@ +b2 S1n
Sin2 qj/]
. sin2 %%

Als an en bn numeriek niet meer te onderscheiden zijn, d.w.Zz.
als a, en bn in twaalf decimalen overeenstemmen, dan 1s

A (k) numeriek gelijk aan: 1.

De integralen F(kn, ¢ n) en E(kn, v
gralen

n) worden dan eenvoudige inte-

E(k,, ¢ ,)=F(k,, ¢ )= ¢, (numeriek:)

1= = dan schrijven we A (k) in de vorm:

A (k)= &12-~---»b2 Sil’le@ dan 1is:

_ __’_I__V 2 2 . 2,
A (k)= 2 as-b sin” ¢,
et

~ ___’_1_“1/ 2 .2 2
A (kn)w & a_-b_ sin”

Als a_ en bn numeriek nlet meer te onderscheiden ziJjn dan 1s

(Numeriek! )




S 6b We hebben nu vier transformaties tot onze beschikking

waarbij of k =

1.

[ . by
w7l , ..:.-?. h
i ‘f,l: Y O O k e g g ey L
¥
| n |

Het is duidelijk dat we, als k dicht bij O resp. 1 lilgt, de
eerste soort, resp. de tweede scort transformaties gebrulken,
We zullen nu aantonen dat: als k £0.9539 dan kunnen we 1n

drie stappen het agM in 12 cijfers berekenen van 71 en k', en

als k‘; 0.9539 kunnen we 1in twee stappen het ag M in 12 cijfers

berekenen van 1 en k
als k€ 0,.9539 dan is k' >» 0.3 en voor

aomﬂ en bOwO.B
a,=0.65 | b,=0.54772
a,=0.59886 12787 52583 b,=0.59067
33=O.59776 75556 21305 b3m0.59776
3430_59776 70553 30097 b4x0.59776
dus a)-b, = 1.59 10”13

en als

a,=" en bom0.9539
a ,=0.97695 b,=0.97667
a,=0.97661 40215 b,=0,3768"
a3m0.97681 40166 b3

qus ay-b,< (0.97)2.10" 10 ¢ 107 7°.

8043

40118
=0,97681 40166

geldtC:

25575 05166
38324 90028
65550 38990
70553 29934

gceldtT:

"Als dus k<:O.9539 dan kunnen we klezen ult de transformaties

van § 1 en § 4, want voor deze transformaties geldt k —3> O

1-kK!
1+k !

en kqm

Kiezen we dus volgens het slot van g 5: D

b>0.3 en na 3 stappen geldt:

het agM wvan a en b 1ls gelliJk aan
a.-.+b

_ 3 3

Ay T T2
Fn algs k é
8§ 2 en g 3.

k !

en a="1 dan 1is

0.9539 kunnen we kiezen ult de transformaties van



Voor deze transformaties geldt kn__;. T en k,]m %—g We

kiezen dus nu b=k en a=1, dan is b 2 0.9539 en na 2 stappen
geldt: het a gM van a en b 1is gelijk aan

| a~+b
8 = 2 2

3 2

8§ 6c In de geconstrueerde procedures is niet k als parameter
gebruikt maar < =bg sin (k), de reden ligt nu wel voor de
hand immers als k<€ 0.9539 dan wordt b=k' en als k 2 0.9539

dan is b=k, bovendien gebrulken we in een der procedures

naast de waarde wvan ook dile van k', Tterwijl Kk 2 0.9539,
ﬁj 2'
1=k

Willen we nu k's= berekenen in 12 cijfers dan mag k

niet als eerste cljfer een 9 hebben, want

in plaats van 12 cijfers kennen we er dan dus maar 711,

§ 6d De beschouwing aan het eind van de vorige § geeft ons

meteen een middel om tussen de transformaties een keuze te
doen.,

Nemen we eerst de transformaties van § 1 en § 4 die we ge-

bruiken voor k< 0.9539 en k,]-: :_l];:

In § 4 wordt de sin{ getransformeerd, in de formule voor
E(k,p) staat echter ook een cos¢ dit betekent dat we cgs P
moeten uitrekenen op de volgende wijze: cosg =
Evenals in § 6c kan het gebeuren dat we dan de cos ¢ in min-

der dan 12 cijfers kennen,

Voor de berekening van E(k,Q) moeten we deze transformatie

dus verwerpen. De transformatie in § 7 vertoont dit euvel

N

niet, voor de uniformlitelit hebben we daarom zowel voor

E(k,¢), F(k,9¢) als voor B(k,®) een procedure gemaakt die
gebaseerd 1s op deze tTransformatie,

Beschouwen we nu de transformaties wvan g 2 en § 3 dle we

gebrulken voor k 2 0.9539 en kqmigqﬁ?

T+k



In § 6a is betoogd dat

1+sin ¢
F(kn‘j"Pn) = 5 1n =

1-8in gp "

We vestlgen de aandacht op ﬂwsinQ?n. Numeriek 1is deze formu-

le niet te gebruliken op grond van dezelfde redenen als boven
beschreven zijn.

De transformatie van § 3 1is een sinus Ctransformatie, we wetlen

dus sinq9n in 12 cijfers. Hoeveel ciljfers we echter weten van
1~sin(ﬁn is niet bekend.

HeT 1s duldelil jk waarom we deze transformatlie dus terziljde

schoven, (Hetzelfde argument van de vorige alinea is hier
overigens ook op ziJjn plaats). '

De transformatie van § 2 1is een tangeis transformatie daar

| JR— m*mﬁﬂlﬁ“"? 2

’l.+sin(P " ( ’|+SiniP n)2 Q’H— V’H—cotg2 @ "
’I-—s:].ngpn (3()82qorl cotg(pn
1s dus > -
/l+v T+cotg ¢ "
F(kn @n):—ln cotg 2

teller en noemer zijn nu in 12 cijfers bekend, dus dit gaat

altijd goed.

Voor k 2 0.9539 blijft ons dus maar één keus over,

8 6e Numerlek geldt: F(kn &Pn)r— ‘Pn (als n voldoende groot is)
voor de transformaties van § 1 en § 4.
Dit betekent: Als gegeven zijn k en F(k,¥)=u dan geldt ?%{Hl

transformeren we &Pnnu weer terug m.b.v. de formules van § 2
en 9 3 dan 1s:

sin ‘Po = sn(u,k)
cos @ _ = cn(u,k)
. ’l--ke singgao = dn(u,k) .

- Voor de transformatles van § 2 en § 3 geldt:



~10-

. +sin an o
F( kl’l f:épn ):“’é" in W dus als EXp( B ) )=Exp
sin ¥ = JtEXD door terugtransformeren vinden we weer de

n  1-EXp
sn, ¢cn €en dn,

§  We concludeerden reeds dat we over slechts twee brulkbare
Cransformaties beschikken, met deze kunnen we nu 00k procedures
maken dle de gevraagde resultaten leveren,

We zetten de transformaties in een wat gemakkell jker vorm,

,]o k£ 0.9539 dan nemen we dus de transformatie van § 7
tg HD q = e tg % we nemen zoals we in g 5 opmerkten a="1 en
-kt tg ¢ b=k' dan is: -
a, cotg @ ’ = i(a cotg¥P - ba/a cotg ¢ ).
2% K 2 0.9539 dan nemen we dus de transformatie van g 2

(1+k' )tg @ - _,
tg = ———————=—— nu nemen we a=71 en b=k dan is:

T-k' Tg (p,]




-]~

Hoofdstuk II DE ONVOLLEDIGE ELLIPTISCHE INTEGRALEN.

8§ da Procedure voor F(k,?) als k< 0.9539 dan nemen we dus

a="1, b=k

anOt%@ 1=%(a cotg?’wba/a cotgg?) met K_ =

. d , _ a () - a. Iy .
F(k,¢)= 793¢ Flkqs Pq)= g5 Flky ¥q)= g5 Flk, ¥)=

- waarin

Numerliek kunnen we de waarde van 2QQ4 beter bepalen, omdat de
X

. 4 v i 3

numerieke waarde I van il beter met de exacte waarde van‘i over-
: o '

eenkomt dan de numerieke waarde;%- van %-met de exacte waarde wvan

il i ae

-m...g;ﬁ o ——
S e Imefs:ﬁwﬂvﬁ :O,B./]O /]3 Y] —=— - —= )_|_’8‘/]O 13.
= 2 T D
Leggen we de ALGOL procedure hiernaast dan stelt in de eind uit-

komst F:=(P/a)/32, P de waarde van 2ip4 voor, a de waarde van a,
en de variabele si de waarde van a) ootg(PM.

5
8 8b Procedure voor Flk, ) als k = 0.9539. We gebruiken dan de

Cransformatie van § 2 met a=71 en b=k




~ 12~

en de transformatie wvan § d

a, cotg{ 4= L(a cotg¥y - ba

=a) E(ky, ¢,)-(b+2 boa +4 boa,+8 SFEH ) +

2 2 2 .2 i { 2 .2 .
) ,~b% sin @2 . a,-b, sin Pz X ) b3 s:mﬂ
E ap i e 2U

terwljl E(ku, @ M)MFU{W @4)” (704

| . _ Sq
dus: E(k,P)m{a4~ m—; ‘Pu‘ +u 52

In deze vorm blijkt de formule niet geschikt te zljn voor de ALGOL

procedure, omdat we bij het berekenen van )~ —-6-—-1— een cljfer kun-
nen verliezen,

(N.B, neem het bijzondere geval dat k=0 dan is Sqm15 dus
/]
- 22= 1-0.93 ..)
. 2 2 2 2 ' _
nu is 16 a4-4(a3+b3) = 4 a3+'4 b3 + 8 a3b3 =
2 2 2
© a3 3 * 0 8gby - 4,
2 2
_ o —i—bO A L 2% + bS + 2 bS + 4 b° +
-2 T2 g = 23 g D 3
+a, b, t+t2a,b, + 4 anb, + 8 a3b3

dus



2 b2
O O 2 2 2 .2
a) - —6—-— {4_. ---.-.é--_- +(as- )+2(a )+u(a3-b
agmbg k2 0.95 2
daar —5 = 5 < -(———-Q-—EQL 5 = 0,35, verloopt deze aftrekkling

altijd goed.

Daar Oé (10‘(7-2[’ volgt O < ‘P,]*(T‘). dus sin LP,I

De eerste term van 82 is dus altijd positief, de overigé Cer-
men kunnen negatiefworden, maar dan garandeert de snelle con-
vergentie van het ag M dat deze termen zeer klein zljn €.0.V.
de eerste term.

Natuurlijk kan sin QP 4 Z2€er klein zijn, danh 18 echter (0 4 ZEer
klein en dus zal sin ‘Pg 2 0 zijn.

Op afrondingsfouten na geeft deze procedure dus een goed resul-

taat,
sin @ 1 1 1
an n V(’H—cotg O ) V( 2+(a cotg(p )

In de ALGOL procedure 1s voor a cotg ‘Pn de parameter co gekozen,

Evenals in § 8a is Pm2.(a I

E(k,P )= [2 (Pu{-)} ~ [(ag-—-bg)—!- (a 2)+ E(a 2)-&-@1 ai-—-bg?}}g a

o o . 8inPy 5 5 sin P, > .2 Sin@3 > 2
- {(a -b ) W"E“:lm +(a,'--b,] )""“'éa"‘"’é“““" +( ag“bz) 8.3 +(a3"b3
in ALGOL: E:=((Px(.25-31)/a)/2+3S2)/4 met
2 ' D 2 2 2
ST=ag-by+h [ 5o th { “bpra(a “bg)}] - .
sin ( sin @ sin @ 5 sin@
B 4 2 .2 3 D 2 .2 1
szw(a ) = +(a5-b,) = +(a ) . +(ag bo)ma,]

zle ook § 10,




~ k-

q 9b Procedure voor E(k als Kk ‘z 0.9539, We nemen a="1 en

b=k en de transformatie van § 2.

' 2 2 .2 } 2y k
dus COTg (P,]m E*;]I_."E'{ a cotg\oﬁ—\/az cotg *-P +a  =Db met k/l“--—-" /,,yk
: 2
dan is E(k,Y)= ey
4
: 2 - 2 _ ¢ =k
nu 18 ,I_H{,/l = - T T 1+k en k,]-- Tk
T+k
5 2 a-b
dus E(k,P)= —/— E(k., @)+ =— F(k,, ¢,)- 7 sinP =
F(ko, Pa)
_ _,_ i, 3
=8 a5 E(kS" (P3)+((a-b)a,]+2(a,, b, )a th(a, b2)8’3) 2 +
| | | . Py, P )
~(b s:Ln(P +2 o, sin (P,l-l-lt D 81nP2):8 aB E(RB’ ‘)03)4-8,1 a3 --82
1+\}’l+cotg2qﬁ
nu 1s E(kB"LPB)mSln ‘PB en F(kB,(PB):ln ——————-——-————-—icotg @3 .

Ock deze vorm blijkt voor numerieke toepassing niet geschikt. Ten
eerste omdat we de bij de berekening van (a-b)a,] clijfers kunnen
verllezen,

Dit kan eenvoudig verholpen worden door voor (a-b)a_. in de plaats

o a 1 a4

: ey = et
te zetten: (a~-b )a—i-b = k' —% -

1

Daar we 1n plaats van k, &« =b gsin k als parameter gebrulken weten
we kK 'gmcosgoé in Ttwaalf cijfers nauwkeurig, dus ook de eerste term

van S’I’ de andere termen zlijn veel kleiner dan deze, S,] kennen
we dus in de 12 cijfers, op afrondingsfouten na.
Ten tweede: beschouw 8 a. E(k., ~S.=8 in@ .-S.. Stel k=1
| ‘ 3 ( 3 @3) S,=3 2, sn_n(?3 S,. Ste
dan is dit geliljk aan (8-—-7)sin30 weer zlen we dat het aftrekken

zeer gevaarlljk 1s. We vervormen daarom deze ultdrukking
8 8.3 S1n ?3~82m8 8.3 sin PB“()-F b2 sin @2-1—2 b/l SN (P/I-{—bo 31 n Wo)m

=1 2, sin SOB-I-)-L *bz(sin @3-sin %)--2 b,I sin@,l-bo sin Po ==

=a sin(PB—f-bO( sin @anin (FO)+2 b,]( sin @3--8:11'1 (p,])-i-lL b,(sin @3" Sil’l(Pg)



-5 -

Lo
41 ] (P klelin dus sin ﬂ?o = Tg Y is dan kleiln

volgens § 2 1s dan

¥ %)
F ¥
1, “ 1
d u S o
:‘ [
Y
+ k

Voor grotere waarden van CP is deze formule zeker goed, getulge
het rekenvoorbeeld:

voor @ =10 12' wordat ¢ =10 dus P -sin® =0, 004

’ =0, 177
O
VOoOor (p =62 ,]msinép =0, 016922
sin @ ’ =0, 38829
voor LP =89O 53 5 dus sin (P ,]--sin(P =0, 000997479

en sinfj=o.99002366.
1+ ’l+cotg2 QB
1n

i

a2+b2

+sin @3+bo( sin PB--Sin §P0)+2b,l( sin ’ P/] )+4b2( sin (P3“Sj-n Qog)

in de ALGOL procedure 1s:

E:=S1X 1n( ( 1+s1 )/co) /(a+b LEJ )+P+ U

met

2 2 .2 2 .2
S1=k +2(a,l-b,])+4(a2-b2); co=cotg ¢3

"' ‘ _
sim\/’Hcotgz (PB ;5 P=sin :'

U =b_(sin SUB-—-sin ’ sin (,03-811'1 ﬁo,] )+2‘(b2( sin@ g‘“sjnpg )}J

zle ook § 0.

erl
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we nemen a=1 en b=k' en de transformatie van §

b
8.,] COTZ tp ,]:%(a C-Otgp - a/a COtgF ) el k/lm Zpmp

Voor de ALGOL Procedure verwljzen we naar 3 9a en § 10, De letter

E moet vervangen worden door B, de formule moet gedeeld worden

door kg, terwlJl de beglinterm van S"l ook iets anders is.

IV

§ 10b Procedure voor Bl sz ) als k 0.9539

We nemen a=71 en b=k en de transformatle van § 2 .
W’ﬂ

cotg qum 5"1“6 a cotg ?+Vagcotg2@ 182 -b° } metf k.= ?j}{{k
' 1/ . |
B(k, )= —5 | Bk, )k F(kss@)} = (zie § 9b)

_M-n-

T+ V’H—cotgg[p
ln — 15

L 2 COtg (P
a~-ox) -—-—————————————-Q——a = +
2 2

|




in § 9b hebben we reeds gezien dat 82 altljd in twaalf ciljfers
bekend 1s op afrondingsfouten na.

Nu 1s evenwel S1 negatief, het is dus nlet ondenkbaar dat we bl ]
het aftrekken een cijfer verliezen.

We zullen bewijzen dat dit niet kan voorkomen, We bewljzen eerst
dat als dit zou kunnen voorkomen, dan in ieder geval als

0.815. Vervolgens bewljzen we de bewering als

Verder merken we op dat het voldoende 1s de bewering te bewljzen

VOOor de Twee Termen:

-------------—----—kig 5 £1n ——-—-—————i::jziz@ = A en s:"‘m(?3 = B,
(82+b2) &PB '
De overige termen zljn toch veel klelner dan deze.

. X .
= x , dan ontwikkelen we %-ln.q_xlln een reeks

D .
1oqy, X _ d 1 g, dtxy o xZ € o€, .
5 1ln = = X T 3703 1 1_K)e. > met O = 8 = X &
. € 1-0.9539° {X+ 26 __:g_c_f_}.
= 0. 0466 (1+-?w-g§;§)x als ©4 0.8715
1-©
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Dus als sin (PB {0,815 dan kan het eerste cijfer van A niet

overeenstemmen met het eerste cijfer van B,

| 7

Zoeken we nu naar een sin @3 2 0.815 zodat A=B, Vecor k=0,9539
is k' £ 0,0900 en a +b,&2  dan is

o> bsin¥os . o815

1n 2 3T X 0D - 36,0
1=-8in @3 0, 09 O, 09
T+sin
-——————‘E-i> e3632 v 10/15
1T-s8in ¢p
3
dus 1=-sin (PB (.’10“45. (’l+sin (@3}(2, ’10”15
. - 15
dus 1~24]
S:Ln‘P 3 > O

| £ T T
dus numeriliek 1s ‘P3m g en daar P 3 = (PO = 5 moet LPO:- 5
Maar we stelden uitdrukkelijk vast dat -g Waarmee pbewezen

is dat het aftrekken altijd goed gaat.

Voor de ALGOL procedure verwljzen we weer naar § 9b en g 0.

§ 10 In § 6b 1s betoogd dat we om het agM te vinden voor k< 0.9539

en voor k Z 0.9539, drile resp. twee berekeningen moeten ultvoeren.,

a o tb
Dus voor k< 0,9539 is a) = 23 = agM (1,k') en voor k 2 0.,9539

a2+b2 2
1s 8,3m » = a gM (/l:k)a

In de ALGOL procedures van E als van B 1s echter een extra cycle
toegevoegd omdat dit een aanwerkell jke verkorting van de lengte

van de procedure geef't, en dus een vermlndering van de geheugen
capacltelt van de rekenmachine, om de procedure op te bergen.

We moeten immers voor k< 0,9539 (P4 en sin (P4 weten, en dus de

transformatie vier keer ultvoeren, evenzo voor k 2 00,9539,

Het nadeel 1s dat €én worteltrekking en één of Twee v*ermenig\jfuldi-
gingen teveel worden uitg§voerd.
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Hoofdstuk III DE COMPLETE ELLIPTISCHE INTEGRAAL,

8 11 De procedures voor K(k), E(k) en B(k) als k< 00,9539,

Als k<€ 0,9539 dan kunnen we de transformatie van § 1 en 8 4
3 d

gebrulken, met f’o mfgi. Passen we de transformatie van

Toe dan 1s

T _ =k
‘P,]-Tr en kK =

F(k,cp)ﬂ /]j_kt F(k/]‘}({j/])
E(ksp)= S

E(k,,f,)-k'F(k,P)

nemen we a=71 en b=k dan komt er:

a 46 4 m
2 a. F(k’l’@’l) (PM - ”a Yo
en

(i, p)= 32 Blky, Po)- 2 Rl @)= = Bk, £4)- 22

F(ku_: SO)_I_)
E(k, &0)-------abr E(k), @4 (b+2b a_ +iba,+8D a3) '—T—"’

{’16 84 (b+2b,]a +41 58 +8b )} ‘163‘1“
a2+b2
m{ 02 2 - [kai“b?)+2(a )+4( B"bBZl} 3, +b

3 73

Dat deze aftrekking zonder verlies van cljfers gebeurt hebben
we 1n § 9a reeds gezien

B(k.P )= --—--{E(k P)-kZ F(k, w}

ag--b2
2 2 2

F(ks(P)=

K
Dus K(k)= a;sz = F(k,jg5
, a2+b2 v
E(k)=E(k, g-)w —— - [( ﬁ §)+2( )+4( g 3{” a5+0
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in de ALGOL procedure 1is: .
. 2 2
E: = )-LTrXS/(a’Hb) met 8= =& +b3-i~%-( .

D N

aﬂma en b-—-—-b3
2 .2

B(k)=B(k., {{a o

in de ALGOL procedure 1s:
= 4UXxS /(al1+b)/(b1Xb1)

2, .2 1 2 .2.1 | .2..2.1/+,2 }. A
met s= -a3+b3+ {«-—-'ag-i—b2+2 [ a1+b,l+2(k )j ,a’lmaB, 'b---b3

en b1=k=sin(A4).

Opmerking De transformatlie van § 4 Jeidt tot dezelfde formules
als dle van g 1. '

>
8 12. De procedures voor K{k), El(k) en B(k) als k = 0,9539

De transformatie van § 2 zullen we niet gebruilken, omdat we oOp
een andere, fraaile, wijze tot ons doel kunnen komen.

Zoals bekend 1s geldt voor K(k) de reeksontwikkeling:

(zle [1])

C=constante van
Euler




D]

Passen we de tTransformatie van § 3 toe:

sinqum:ijigléiﬂﬁa- met K_ = Evr;? a="1, b=

T4k sin2¥3 Ttk

dus -ﬁ?h
3 ag (kt/4)
Numerliek geldt dus:
2, 8, &l
K(k)
(k' /%)
L
Nu 1s k'=¢cosX, en & ligt dicht bi] R

Het bleek dat de X1 voor deze waarden van « de coslnus niet
nauwkeurlg genoeg berekende, Om aan deze moeillJkheld te ont-
komen hebben we het volgende gedaan: Daar

| n o,
k!'=cos msin(:g -0 )=sin ! = M =, ..,= ________ii.l’.l_____________“____ﬁ_ ;

nm
QHCOSa'COS 2“'&#0008 2 c":

we verdubbelen ow! net zo lang tot de sin o ot wel nauwkeurlg
wordt ultgerekend, hetgeen zeker zo 1s voor 20",
Vervolgens berekenen we de logarithme:

4
. I _ 1 = ]
1n { (a,+b,)a, a5, 128. [2 COS of! €OS 2a¢! ... cOS 27 «'] } ,
2 2’772 71 I
sin 27 «
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Ock E(k) is in een reeks te ontwikkelen, analoog aan dle van
K(k).

E(k)= ’l+-§-k‘2((-’l+2 lnﬁ —l—kH -62-4-211’1 T{"T*) PP }

Pagssen we de transformatlie van § 3 toe dan 18

sin cp,]m T+k)sin ¢ met k= gﬂ—\fg , a=71 en b=k,

T1+k sinz(‘o L

e
Dus als (Pom -‘-2-‘- dan is LP,] ng
2

dan 18 E(k)ﬂ%‘{ (1+k )E(k ’l) %K(kq)} = 21 E(k,])'i-*"g“a-"“ K(k )=

- Kk
8(1)= o, B(icy)+{ (22-02)42(a202)+h(a2-02) | ._%1_)_

Numeriek 1is E(k )="1 dus
2 2 2 2 2 2 d
E(k)= + ) +2 +4(a~-b } 1n —-3-————&-
) E{ (2307) 4 (25752) (25+D5) (kt /%)

in de ALGOL procedure 1s:
E:=(a2+b)/2+(s/(a2+b)) X In( 128X(a2+b ) Xxa2xalxa1/ (k11 4))

met:
c

222 0241 [ 4202y, K ~
S= 2-—b2+ {( 8.5 )+ —5— en k1=k!'.

Op eenvoudige wijze volgt nu de procedure voor B(k).

0= 5 { B0-kr? K()) =




in de ALGOL procedure is:

B:=((a2+b )/2+( s/(a2+b) )xIn( 128x(a2+b)xa2xa1xa1/(k11T4)))/(b1xb1)

met ‘ .
Q= ag-—-bg—}-ﬂ%— {(ai-—b?)-— 5—-%--- }' s, kK=k'! en bi=k.

Hoof'dstuk IV DE ELLIPTISCHE FUNCTIES

§ 13 Algemene beschouwing

Als F(k,{p)=u dan is omgekeerd: ¢ een functie van k en u,
Daar sn(u,k)=sin® , cn(u,k)=cos? en dn(u,k)x’\f ’l—-kgsingga , komt
het er dus op aan om de @ te bepalen.

Bij gegeven k en @ kunnen we u vinden door volgens § § 1,2,3 en 4
een aantal malen k en P te transformeren. Rekenen we in 12 deci-
malen dan 1s u een eenvoudige ultdrukking in Cp ) of (PB naar ge-

lang k £ 0,9539 of = 0.95309.

Het omgekeerde probleem 1s nu als volgt te stellen:

41] gegeven k. en u, dan kunnen we (P N of ‘\0 berekenen, 1s het
dan mogeli Jjk om (P te vinden, zodanlg dat als we van deze LP 5
en k ultgaan we weer bij M of (PB terechtkomen?

Het antwoord vinden we reeds in de eerste vier paragrafen., Want

naast de transformaties hebben we daar reeds de omkeer transforma-
ties aangegeven,

We hebben weer een keuze tussen vier transformaties (beter gezegd:
omkeer transformaties)

Voor de omkeer transformatie van ] T: tg (P 4= -(————)-—-5—14']’(' tg ¥
1-k' tg 30

- J=K! . g= -
met k,= -5 kunnen we schrijven: a=1 en b=k

(1) cotg @Om a 4 cotg (P’l "~-’l"\/a1 cotg LP,] + a.b



(1+k tg(Pq
De omkeer-transformatie van § 2: tg? ................_........................................_..... met

1=k ! tg %9
{ g
= 2\51{

1= T+ ligt reeds klaar voor gebruik.

1w
Nemen we a=1 en b=k dan is ]:«r.”1 = “:]u_t%
2 tg@

De omkeer-transformatie van § 3: sin{ A=

als a="1 en b=k dan is VW‘“’“‘!

(3) sin ¢ =

De omkeer-transformatie van § 4: sin g@

k,]:-* TR 1s reeds gereed als a=1 en b=k' dan is:

NN
I~
N’
),
Ha
)
me
|
N
1

Voor dé procedure hebben we voor k = 0,9539 de transformatie
(2) gekozen. Deze heeft het voordeel boven (3) dat we geen
wortel hoeven trekken, en dat tg (.PO berekend wordt.

sin (PO 1s dan eenvoudlg te berekenen, evenals cos CPO.

Om de cos®  te berekenen uit sin @ zou weer moeilijkheden
opleveren 1.v.m. het cljfers verliezen bilJ het aftrekken.
Voor k.2 0,9539 hebben we (4) gekozen, daar (4) eenvoudiger is
dan (3). De moeilliljkheden i.v.m, het aftrekken kunnen we om-
zellen,

Er bestaan nameli jk de volgende relaties: zie l:’l} als K=K(k)
dan 18

_ sn{ K-u,k _ ki
A k)=k! rikmuk) o° (K)o Ry



§ 14a Procedure voor sn{u,k) |
we nemen de transformatie (2) met k.= 5 , a=1 en b=k,

Volgens § 8b is F(k,{):

In de ALGOL procedure staat de variabele t voor tg"if‘fiw

§ 14b Procedure voor sn(u,k) voor k< 00,9539

dan nemen we de transformatie (4) met kﬁn qlizjyawﬂ en b=k!
Volgens 8§ 4 is F(k, ﬁg’) =L£-—Lf- @
+o U 4 2a. sin
dus sin ﬁDUr = -------3—--5--3------ : vlia sin (Pi = L Scll
(ay+b, )+(a,-b, )sin ¥%&ﬁ]

is dus sn(u,k) = sin QDO

In de ALGOL procedure staat de variabele t voor sin (Pi

8§ 15a Procedure voor cn uzk ) als k=2 0,9539

Zie § 14a. cn(u,;k) = met a=1 en b=k.

V ’I+tg (po

Is echter u/K> 3 dan kunnen we een numerlek betere formule
aflelden,

Volgens het slot van § 13 kunnen we immers cn(u,k) berekenen

ult sn(u=-K,k) en dn(u-K,k). ( +b )(K u )

= -1
Beginnen we dus met tg CPS —‘——-(__—_—T(_——TK-M
| ‘ 2

dan is cn(u,k) = k! :




=26 -

Dat deze formule teter voor bepaalde waarden van u 1is blijkt
als volgt:
laat k“tg<PO een fout A hebben dus x+4 18 de exacte waarde

dan 1is

Dit betekent echter dat de fout zeer klelin wordtT.
Dus als u/K >3 dan starten we met

.
(aotby ) (K-u)_ 1 2385284
te = W met K= ln —=—=—
(P3 2\[ (ap+bo ) (K-u) Pl (k' /k4)
28 tg(P1+4

0
a
<
I_!
v
-
00
S
[

c —_— e is tg ‘-P te bepalen,
1 D O .
a;+by-(a;-0, )t P; 44 |

Als u/K<4 3 dan beginnen we met:

( >1hs )u
te ¢,

+b u
2\/ 8oTho
Q1+tg q?o

In de ALGOL procedure staat de letter t voor tgfpi

en we bepalen tg Cpo

dan is cn(u,k) =

15b Procedure veor cn(u,k) als k< 0,9539

We nemen dan transformatle (4):metik == g+§: s a=1 en b=k!
8, +D 2a;sin '
sin (PLL = —%—iu; via sin LP:‘L @1




Dit gaat goed als 81naw < 0.9 dus zeker als

.
| i

bovenstaande formules,

van q 13 weer toe,

a ~+Db

mimminui>

We starten dus met

vinden we

cn(u, k)

%~dah passen we de formules van het slot

angB

2 16 Procedure voor dn(u,k)

Zowel voor grote k als kleine k verwiJzen we naar de vorige

We vervangen u door K-u

u) en via sinWy .

+b.
23703
2a¢sin

raragraaf, We schrijven slechts de slotformules op:

k> 0.9539
'k >0.9539

k £ 00,9539

k < 0,9539

dn(u, k)
dn(u,k)

dn(u, k)

dn(u, k)

I

Y141




Hoof'dstuk V Vergeliljking van berekende waarden met tabellen

§ 7.

- . ﬂ O
De heer J,F. Frarnkena heeft voor k=sin 17 een aantal waarden

in 15 decimalen ultgerekend, die goed overeenstemmen met de

waarden die de rekenmachine m.t.v., de ALGOL procedure berekend
heeft,

~_ ,:300 {ig:
volgens Frankena:
met X1: B
VOOPCPHBOO 18
volgens Frankena: E

0,52359 1877¢ 9L637 en
0,52359 18776 92 en F

=
|
Es
i

0,.52360 56736 62154
0.52360 56736 60

1
}

|

0,87263 56696 09397 en F 0.87269 35840 17003

|

met X1 E = 0,87263 56696 07 en B = 0.872690 35840 14
voor(Pw6OO '

volgens Frankena: E = 11,0475 07813 64791 en F = 1,04724 43245 60609
met X71: E = 1,04715 07813 62 en F = 1,04724 43244 83

Vergellijking met een twaalf-~decimalige taf'el voor %7m450 van
Legendre ultgegeven door Emde, leverde het volgende resultaat:

De twaalfde decimaal van F vertoont een gemiddelde afwljklng van

4 eenheden naar beneden. Het opvallende 1s dat elke F steeds de-
zelfde afwilijking vertoont, 1 |

Hetzelfde geldt voor E als k<0.9539, als k>0.9539 dan treden

zowel positieve als negatieve afwijkingen op die voor enkele waarden
nogal groot uitvallen (mogelijk is de tabel niet helemaal goed).

Met vrij grote zekerheid kunnen we vaststellen dat in leder geval

de elfde decimaal op €één eenheid na goed is,

Vergell jking met behulp van dezelfde taflel voor (ngoo levert

voor de complete elliptische Integralenc:

Met nog meer zekerheid kunnen we garanderen dat de twaalfde decl-
maal op één eenheid na goed is, voor E en B.

Als k zeer dicht bij 1 ligt dan is het elfde cijfer van K op €én
eenheid goed. Voor k niet te dicht bij 1 1s de twaalfde decimaal
van K op één eenheid na goed, '

Voor k > gin (890) 18 geen controle uiltgevoerd, zodat het niet

ultgesloten kan worden dat er grotere afwijkingen optreden,



Voor de elliptische functies hebben we eer. andere tafel, zle
tot onze beschilikking,

Vergelljking met deze leverde het volgende resulftaat:

In alle gevallen is de elfde decimaal cp één eenheid na goed,

Andere methoden 1in de

8§ 18 De Methode van DiDcnati en Hershey zle

te hebben toegepast, integreren de schrijvers de verkregen dubbel-
reeks termsgewljs en komen tot het volgende resultaat:

(Slechts voor F schrijven we de formules neer,voor de E komt er
een analoge formule, )

o e A
_— D [ '
Fﬂwk2x2+(k[wamx2 1-kX

De schriljvers delen mee dat '"niet meer" dan 35 cycles nodlg zijn
om een ultkomst in 13 declmalen nauwkeurlg te verkrilijgen,

Voorts beweren de schrijvers dat de methode van Legendre (dus
een varlatie op een van onze methoden) meer rekenwerk zou ver-
elsen dan hun methode, omdat er per cycle 3 wortels getrokken
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moeten worden (zl] doelen kenrnelijk op de transformatie van
8 3 en § 4 waar inderdaad 3 wortels per cycle getrokken moeten

worden ),

Voor radere adstructle hebben we nagegaan hoeveel rekenkundilge
bewerkingen hun programma ongeveer verelgt in het geval dat er
35 cycles nodig zijn, hetgeen blJ hen voor kan komen!

Voor F(k,) en 0% | kx| tan h1: |
35 x 14 = 490 vermenigvuldigingen en delingen

35 x 4 = 140 cptellingen en aftrekkingen
2 xcosginus en 2 x sinus

Voor tan h1 < kx| € 13

35 X 19 = 665 verm, en del,

35 X110 = 350 opt, en aftr,

2 X worteltrekken en 2 X logarithme nemen en 2 xcosinus en 2 X sinus.

Voor ons programma: als kg 0,.,9539

28 verm, en delingen

17 optf en aftr,.

3 x worteltrekkingen 2 x cosinus 2 xsinus en 1 x arctangens

Als k20,9539

28 verm, en delingen

14  opt. en aftr.

> x worteltrekkingen 2x cosinus 2x slnus en 1 xlogarithme.

Voor E(k,¥) en O < |kx| <« tan h1 volgens de schrijvers:
35 x 13 = 455 verm, en delingen

35 X4 = 140 opt, en aftrekkingen
2 Xxcoginus ¥ 2 sinus

Voor tan h1< |kx| £ 1
35 x 32 = 1120 verm, en delingen
35 X11 = 395 opt., en aftrekkingen

2 xwortel trekken, 2 x logarithme nemen 2 x cosinus en 2x sinusr,
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Voor ongze procedure is dit als k< 0.9539

66 verm, en delingen

45 optellingen en aftrekklingen

8 x worteltrekkingen 2 Xcosinus 2 X sinus en 1x arctangens

Voor k2> 0.9539
46 verm., en delingen

38 opt., en aftrekkingen
10xworteltrekkingen 2 X cosinus 2X slnus en 1X logarlthme,

De schrijvers kennen zoals gezegd, Legendre's methode, 2ze
wljzen deze o0.a. af omdat er veel vermenigvuldlgingen 1in
voorkomen. (Z1j kennen het hulpmiddel, dat het arithmetisch-
geometrigch gemliddelde ons bliedt, niet,zodat er inderdaad
veel meer vermenigvuldigd moet worden, )

Beschouwen we echter bovenstaande getallen dan schijnt het
ong toe dat ons programma toch heel wat mlnder rekenwerk
verelst,

Was de X1 1n staat om ook 13 cijfers te berekenen dan bllJf'tT
ons programma goed als we de grens 00,9539 naar bljvoorbeeld
0.94 verleggen,

Hadden de schrijvers 1n plaats van de sinustransformatie (8§ 3
en 1) de tangenstransformatie (§ 1 en 2) genomen en daarbl]
gebrulk gemaakt van het arithmetlsch geometrlsch gemlddelde,
dan hadden ze waarschlijnlijk geen moelll jke reeksen ontwlk-
keld om daarmee een programma te maken,

Van dilit programma bestaat ook een ALGOL procedure in [4] .

g 19 De methode van Carlson, zle l%] .

Carlson leidt voor klelne waarden van‘f formules af voor het
schatten van F en &,

-t L
LO = (’l*%kg) < arctan [ (/]“%‘1{2)2 tan (p‘] P

- L
Uy = %ﬂo +2%( ’l--k:e) = arctan [ ( ’1------»1(2)2 tan (P] s
1+k= \ -5 1+k <\ &
L, = (—%—) 2 arctanh [( ]’g )2slin (pJ,
U,I = $ arctan h (sintp )+%~k“/] arctan h(k sin lp)



en L, 4 F(k,P) LT, |

terwijl Lﬂ en Uq betere schattingen zijn dan L_ en Uo'

0
Carlson leidt nu vcor F(k,®P) een reeks af met als eerste
term L, en wel:

met Qg(z) = arc
en QQ(z) - 2%(3), (221072 0%(z) + 2 ,
Hoewel nu deze reeks zeer snel convergeert (NB k'un;) VOOor

[ ﬂBOO_g kgﬂo. Q2 Zijl’l er 3 Termen

nodig om een uitkomst in 12 decimalen nauwkeurig te verkrijgen)

kleine waarden van k', (voor

hebben we er toch geen gebrulk van gemaakt en wel om de volgende

redenen: '

a, De methode 1s veel ingewikkelder dan de onze,

b, Slechts voor kleine Y is de snelle convergentie verzekerd.

c. Ook hiler moeten twee procedures gemaakt worden, één voor
Kleine k en een voor grote k,
(Voor kleine k geeft Carlson een analoge machtreeks die
echter complex wordt, )

d. Carlson geeft geen ontwikkeling voor de E,

e, Ook hier moeten logarlithmes, sinussen en tangenten berekend

worden.,

g 20, De formules die S,C, van Veen, \zile [6]heeft affgeleld

Van Veen kent kennell Jk de Nachlass van Gauss en gebrulkt ook
steeds de Landentransformatie en de Gausstransformatile, (§§ 1,2,
3,4 en 5.) .

Hij drukt zijn slotformules ult in de oorspronkelljke Kk en @ .
Deze formules verkrijgt hij ook na een aantal malen transfor-

mererl,



WBBM

WliJ wlllen slechts een greep doen ult dit ultgebrelde
formularium,

Voor k&

it k) F( 2 l;’1;(1“\&)4) +

o

29 2

K(k’) W[log 2. ( /;.,}_l[f{

(=)
0
E(k) = 1gF(~%,%;1;k ) en

2 A
E(k) = w F(~-% ----'-~--~é-_;’Ij,*'-tg)+ ‘fg..) met sline =k,

/ 1
— ;51 N S
"W om=1 (2m-1)(2m)

Voor de nlet volledlge elliptische Integralen:
met sln& =k,
We gschrlijven alleen de eerste termen van de reeksen op:

1 5 {({9-1- arctan(cose tg ¢ )

ko Flk,p) & —mm— +
LP (/]"l"'VCOSC?() R }

+ 2 arctan(\/ coset tg )

en met 4 m'\/’lnsingac Sin2kp .

? 2 X o
k,p) & W"‘ M +

8 LD ’l+cosc><,tg ©

4 X
+ .__Q_Qﬁ.___% {(P-{- arctan( cogsk ., tg(p )+2 arctan( V COSC’(at%P)
( 1+ Vcosot ) ~ .

k&1 en @ klein:.

1 ’H—sinﬁé_) vsino&
F(k,P)A —————m log
‘P \/ sine ’l--sintp'\/ sinec

i, (p) dmstmet” o Atstnd Velnet L ip paine
c V S 1ne ' ’l--sint.p V chilele ¢
k&1l en P T‘J/gg ‘
'F(k-’cp)&:K(k) - B — log W o
2 |/ sinec A-—- cos@\/sin _ ,
E(k,p) 2E(k) - cotg.A + cos®e¢ (4_,_2\[’51“1,1; )-Tog A+cos® sina

& Slrec

2( 1+sinet s1n®( )
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We willlen opmerken dat de directheld en fraalheld van onze
formules § 9 en § 10 naar onze smaak verre opwegen tegen

het voordeel van deze formules: dat ze namelljk expliclet
staan geschreven,

Een programma op deze formules gebaseerd zou 1n drle stukken
ulteen moeten vallen voor k& 0O, voor k&1 en P& O, en voor
Kyl enPr/2, "

We zouden trouwens nilet alleen met de hoofdtermen kunnen

volstaan, doch meerdere termen van de reeks op moeten nemen.
In felte echter hebben deze formules en onze formulesg de-
zelfde oorsprong n.l. de Landentransformatlie of de Gauss-
transformatie. Onze formules laten zlch echter gemakkell jker
en fraailer in ALGOL 60 programmeren dan bovengenoemde for-
mules,
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comment procedure voor de volledie elliptische integraal van de eerste soort, waarbij de modulus k= sin (A),
het argument moet kleiner dan pi/2 zJjn, de berekening is voor A < 88 gr. in am decimalen nauwkeurig,
voor 88 gr. < A < 89 gr. in 11 decimalen nauwkeurig;

real procedure K (A); <mwsm.> real A;

.= abs (sin (A)); if

b:= sqrt(b); a2:= (al+
5 AA: kl:= k1 X 2 X cos (A); A:
( 128 X Amm +b) X a2 X al X af

9539 .
; bi=sqrt (alXb); Ai= 1.57079632079 — A;
X 23 1f A < wr@ommmmou@m then goto AA;

g\mS (A)A4)/ (22 + b)/2

]
II ~ O
><n>?3rv

g__,_,,

K:=

.= abs (cos (A)); al:=1;
for ni=1, 2, 3 do begin a2:= (al+b)/2; b:= sqrt (alXb); al:= a2 end;
= 3,14159265359/(a1+b )

end X;

comment procedure voor de volledige elliptische integraal ven de tweede soort, wearbij de modulus k= sin (A),
het argument moet kleiner dan wp\m zJjn, de berekening is in 12 decimalen nauwkeurig;

real procedure E (A); value A; real A;

dmmps_ real al, a2, b, my k13 integer nj bi= abs (sin Abvvm k1:= abs Aoom Abpvw if b >
then  begin al:= (T+b)/2; s:= kiXkl/2+alXal-b; bi= mﬂ& (b); a2:= (aT+b)/Z; A:= alXb;
T si= s/2+82xa2-A; bi= sqrt (A); E:= (a2+b)/2+(s/(a2+b))X In (128X(a2+b)xa2xalxal/(KIA4))

end
else  begin b:= kl; al:i= 1; s:=1 + b X b; for n:= , 2 d
wmmwu 2:= (al+4b)/2; A:= alxb; al:= mm “n \mimexmd+>a b:= sqrt (A) end;
12. mmmuﬂomdrp X s /(al+b)
end

end I



comment procedure voor de volledige elliptische integraal B (k)= (E (k k) — k! X k' X K ( \ (k X k),
weerbij de modulus k= sin va het argument moet kleiner dan H.VH\ 2 zJn, de berekening Hm in 12 Qmogwmw Smsﬁwmﬁwumu

real procedure B (A); value A; real A;

begin b1, s, kij wﬁdmmmﬂ n; b:= abs (sin (A)); kl:= abs mOOm (A)); bl:= b3 ...m.. b _W .9559
A@nT‘UV ul... m .w Xm. .— - W .d xw .d \ m ..I...Ub .U ¢ = mﬂ.Ho.ﬂ. A .U w a — Am d +.U \ mb nﬂ m. X.U.« .U ‘- m@H- d A .p VM
= ((a2+b)/2+(s/(82+b))X 1n :.o.mx?m._.ixmmxﬂxa /(x1A4)))/ ?:e:

= b1 X b1;
,ommws 8.2:= Amri\m A:= alXb; al:= a2; si:= s/2-alxXal+d; b:= sqrt (A) end;
- (a1+b))/ (b1 X ZV

end B;

comment procedure VOOT de onvolledige elliptische integraal van de eerste soort, wasrbij de modulus k= sin Cyv ’
en de bovengrens P 1s, beide argumenten moeten kleiner dan @H\ 2 zijn, de berekening is in 11 decimalen nauwkeurig;

real procedure F (A, P); value A, P; real A, P;

begin real &, al, b, bl, sij integer P m; bi= abs ?Om (A)); bl:= abs (sin (A)); if D1 < .9539
dwmb begin a:= 1; mu."... CosS \mub ﬁuvs ni= A:= b3 T
——  rermi= 1, m 3 do
..,m.m..m..wb si:= mHIMN-mHv\m. n:= 2Xn + C — gslgn Amp \m. 8= Am.+,ov\m. 1= sqrt T.Cw A:= aXb ..m..mmm
= (si — Afsi \mb = 2Xn + 1 — sign Ama.vm E Am.+dv\m. _
P:= m X arctan m\mp +n X 3,14159265359; F:= (P/a)/32

end
else  begin = 1; b:= blj si:= cos (P)/sin (P); al:= bXb; for m:= 1, 2 do
_ ﬁ A:= axby sl:= mxﬂ + sqrt (exex(sixsi + 1) — al); a:= (a+b)/2; si:= si/(ax2);
bi= sqrt (A); al: |
a H"u axXsl + sqrt Amxm.xﬁm»xﬁ +1) = A); a:= (a+b)/2; si:= si/(ax2);
........ In ((1 + mea (1 + mimbv\mb\m
end

end F;



b

comment procedure voor de onvolledige elliptische integraasl van de tweede soort, waarbij de modulus k= sin (A),
en de bovengrens P is, beide argumenten moeten kleiner dan wu\ 2 zijn, de berekening 1s 1In 11 decimalen nauwkeurig;

real procedure E (A, P); value A, P; real A, P;
begin real U, V;

rocedure EA;
mmmwu real a, al, b, S1, S2, si, co; integer n, m;
b:= U; a:= 1; co:= cos(P)/sin (P); Sl:= S2:= 0; al:= bXb; n:= O}

..Mw.m.. =1, 2, 5, 4 do
begin = aXb; co:= (co — A/co)/2; ni= 2xn + (1 - sign(co))/2; P:= axa; a:= (a+b)/2;

B"
bu
P:= P —al; S2:= 52 + P X sign (1.5 — n + (n:b)xlt)/sqrt (axa +coxco);
S1:= S1/2 + P; al:= A; b:= sqrt (A)

ctan Am\nov + (n +(1 - sign Aoovv\mv X 3,141592653%59;
?mmo:m:\mv\m.rmmv\:

a, o1, co, si; real array b (0:3], SIN [0:3]; integer m, j;

2= 13 S1:=U X U; b [0]:= V; si:= sin (P); coi= cos ?wumﬁ SIN [0]:= si; b [3]:=
co:= (co + sqrt (co X co+ 1 =V X V))/b [3]; sit= co X co; if V< .98 then ji= 2
for ;= 0 step 1 until J do - Il

1 + V3
else j:=

13

begin SIN [m+1]:= 1/sqrt (17+ si); A:=a X b[m]; a:=b [3]/2; b [m+1]:= sqrt (A);
~ Pi=aXxXaj; Sl:=81/2+ P ~A; b [3li=a +Db [m+1];
co:= (a X co + sqrt (P X (si + 1) —A))/b [3]; sit= co X co
end; sis= sqrt (1 + si); P:= 1/si; U:i= 0; b {3]):= 8;
Tor m:= j+1 step -1 until 0 do Us=2 X U + b [m] X (P — SIN [m]);

Et= 20 X ST X 1In ((T + st1)/co)/a + P.+ U
end;
U:= abs (cos (A)); V:= abs (sin (A)); i1f V < .9539 then EA else EB

end E3



b

comment procedure voor de om.c_.ow.._.m&mm elliptische integraal B (A, P)= (E (A, P) — k' X k' X F (A4, P))/(k X k),
waarbij de modulus k= sin (A), en de bovengrens Hu is, beide argumenten moeten kleiner dan E\ 2 zijn,

de berekening is in 11 @mowﬁ_wmw nauwkeurig;

H.mm..w procedure B (A, P); value A, P; real A, P;

S2, si, co; ..Sdmmmw n, m;

ai= : cot= aoimv\ﬁs (P); S2:= S1:= 03 al:= bXb} n:= 03
, Dy b
0= 1 — sign(co))/2; P:= mxm." a:= (a+b)/2;
S1 sign (1.5 = n + (n:k) :v\m@&d (axa. +oox8v‘
sqrt (A) :

X arctan Aw\oow\

n - 8ign )/2 N 6 V= ;
((P x (V/hk = s VM+: :% (co))/2) X 3.14159265359; V:=V x V

H.mmp Y 21, co, o1; real arrey b [0:3], SIN [0:3]; integer m, J;
<:... < X <u co:= (co + sqrt Aoo X co + 1 — <:\d Hu?
if V< wmo: dﬁm.b ji= 2 else J:= 13

for m:= O step 1 E?HH J do
begin SIN [m+1]:= 17sqrt (17 + si); A:i= & X ,c?&
= o X 8 51te m._ 24P - B b [3

coi= (a X co + sqrt (P X (si + 1) — vv\d [3
end; si:= sqrt (1 + si); P:= “\mub = 0; b [3]:= ag

for m:= j+1 step =1 until O Q,o Ui=2 XU+ b [m] X (P~ SIN [m]);

Bi= (2AJ X ST X 1n dﬁ.lﬂlmi.wlov\m. + P + U)/V ..
end;

U= abs (cos (A)); V:= abs (sin Abvvm.WM <‘A . 9559 then BA else BB

d

[3 u\m b m5+:.; sqrt C_Cw

o

+

O"
I-—-Jr""""l.a

]
1t= co X co

end Bj;



comment procedure voor de Elliptische functie ven Jacobi : sn (u, k), waarin k = sin (A), A moet kleiner dan ww\m
zijn en u moet kleiner gmb.m,mwv z1Jn, de berekening is in 11 decimalen nauwkeurig 3

real procedure sn Aﬁ»_bvw value A, uj real A, uj |
= w,,Hmm,mwwm" o mouuuyid,o“uuu real a1, t; integer i

—a : b [0]:= abs AmHS ,]dI> = 1D (0TS 553
begin for i:=1, 2 do B

begin al:= (& [i-1] + b [i~1])/ a [1]:= a1 end;

); for i:=1, 2, 3 do
+

egin al:= | ] + b [1-11)/2; b [1]3= sqrt (a [1-1] x b [1-1]); & [1]:= a1 end;
%) [3] 1) X u/2; t:i= sin (al); for i:= 3, 2, 1, 0 do o
ti=2 Xa [1] X t/(a [1] + b [1] + (a [1] = b [1]) X t X t); sni= t

end



comment procedure voor de Elliptische functie van Jacobl : cen (u, k), waarin k = sin TS , A moet kleiner dan @M\ 2
z1Jn en u moet kleiner dan K (k) zijn, de berekening is in 11 decimalen nauwkeurig ;

real procedure cn (u, A); value A, uj real A, u;
begin real array a [0:3], b [0:3]; real al, b1, t,kl1; integer i

0]i=1; bli= b [0]:= abs (sin (A)); k1:= abs [cos (A)); if b [0] > .9539
then  begin for 1:=1, 2 do
. - beginali= (a Ti-1] + b [1~1])/2; b [i]:= sqrt (a [i-1] X b [i-1]); = [1]:= al end;
al:= (In ((a [2] +b [2]) x&a [2] xa [1] xa [1])/2 + 2,4260151319 -
— 2 X In (k1))/(a [2] + b [2]); if u/al > .5
then begin al:= exp ((a [2] + b [2]) X (&l — u)); t:= (al — 1)/(2 X sqrt (a1));
_ for 1i= 2, 1, O do t:=2 X a [1] Xt /
i] + b [1] = (a [1] = Db [1]) X t X t);
1 Xt /sqrt (1 + (k1 X t)A2)
end

else begin al:= exp ((a [2] + b [2]) X u); t:= (a1 = 1)/(2 X sqrt (a1));
for i:=2, 1, 0 do t:=2 X a [1i] X ¢t /

(a [1] +b [1] = (a [1] = b [1]) X t X t);

cni= 1/sqrt (1 + t X t)

end

end
begin

else b [0]:= k1; for 1:=1, 2, 3 do

begin al:= (a [i-1] + b [i-1T)/2; b [1i]:= sqrt (a [1-1] X b [1~1]); a [1]:= &l end;
al:= (a [3] + b [3]) X u/2; if al < .785398163L0 x
then  begin t:= sin (al); _

for 1:= 3, 2, 1, O do t:=2 X a [1] X t \

a [1] + b [1] + (& [1] = b [1i]) X t X t);
cni= sqrt (1 —t X t)

end
else .,m..m....m.Hb t:= sin (1.57079632679 — al);
for i:= 3, 2, 1, O do ti=2 X a [1] X t/
(& [1] + b [1] + (@ [1] = b [1]) X t X t);
cn:=b [0] X t /sqrt (1 — (b1 X t)A2)
end
end o

end cn;



comment procedure voor de Elliptische functie van Jacobi : dn (u, wv , waarin k = sin (A), A moet kleiner dan UH\ o
zijn en u moet kleiner dan K ?& ziJjn, de berekening is in 11 decimalen nauwkeurig ;

real procedure dn AF. A); value A, u; real A, uj

begin real array a [0:3], b [0:3]; real al, b1, t, ki; integer i; _m
e [0]:= = abs (Sin (A)); kl:= abs (cos (A))3 if b [0] > .9539

“umo“_"udi
then begin for 1i:

it

1, 2 do begin a1 muu? [1-1] + b [1-1])/2; b Ti):= sqrt (a [i-1] X b [1-1]);

a [1]:= a]

end; al:= (In ((a [2] + b [2]) X a [2] x a [1] x & [1])/2 + 2.42601513194
— 2 X 1n (kx1))/(a [2] + b [2]); if u/al > .5 |

then  begin al:=exp ((a [2] + b [2]) X (a1l —u)); t:i= (a1 — 1)/(2 X sqrt (al));

for 1:=2, 1, 0 do t:=2 X a [1] X t / ,
(& [1] + b [1] = (a [1] = b [1]) X t X t);

dn:= k1 X sqrt ((1 + t X t)/(1 + (k1 x t2))

end
else Dbegin al:=exp ((a [2] +Db [2]) X u); t:= (al —1)/(2 X sqrt (a1));
Cfor 1:=2, 1, Odo ti=2 X a [1] Xt/
(& [i] + b [1] = (a,[1] = b [1]) X t X t);
dn:= sqrt ((1 + (k1 X t)A2)/(1 + t X t))

end

end
else ..m.m.MHs b [0]:= k1; for i:= 1, 2, 3 do
S begin al:i= ﬂ i-1] + b T..Idd\ 23 b [i]:= sqrt Am. [i-1] X b [1-1] v 3 a [1]:= al end;
al:= (& [3] + b [3]) x u/2; if al < .78539816340 T
then  begin t:= sin (al)j

for 1:= 3, 2, 1, 0 do ti=2 X a [i] X t/
(o [1] + b [1]1 + (& [i] = b [1]) X t X t);
. dn:= sqrt (1 - (b1 X t)A2)
end
else begin := sin (1.57079632679 — al);
o for 1:=3, 2, 1, 0 do t:=2 X a [1] X t/
(& [1] + b [1] + (@ [1] = b [1]) X t X t);
dn:= b ﬂou\mpg (1 — (b1 X d;mv
end

end
end dn}



